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Аннотация
В данной работе численно моделируется процесс отражения прямого скачка уплотнения от 
твердой поверхности. Математическая модель учитывала вязкость, сжимаемость и теплопро­
водность несугцей среды, межкомпонентное силовое взаимодействие, включавшее в себя си­
лу Стокса, динамическую силу Архимеда, силу присоединенных масс; также математическая 
модель учитывала межкомпонентный теплообмен. Численное регпеппе осугцествлялось при 
помоЕци явного конечно-разностного метода с носледуюгцим применением схемы нелинейной 
коррекции численного регпеппя. Результаты расчетов параметров отраженной ударной вол­
ны в запыленной среде сопоставляются с численным регпеппем для однородного вязкого газа 
и аналитическим решением, известным из литературы. В работе выявлены закономерности 
влияния параметров дисперсной фазы на интенсивность отраженной ударной волны.
Abstract
In this paper, the process of reflection of a direct shock wave from a solid surface numerically 
modeled. The system of equations of dynamics of both the carrier medium and the dispersed 
component included the continuity equation, the momentum conservation equation, and the energy 
conservation equation. The mathematical model took into account the viscosity, compressibility 
and thermal conductivity of the carrier medium, the interaction force between component, which 
includes the Stokes force, the dynamic force of Archimedes, the strength of the attached masses; also 
the mathematical model took into account inter-component heat transfer. The numerical solution 
carried out using an explicit finite-difference method, followed by the application of a nonlinear 
correction scheme for the numerical solution. In the problem under study, a shock wave propagates 
from a pure gas and moves through a dusty medium with subsequent reflection from a solid surface. 
The calculation results of the parameters of the reflected shock wave in a dusty medium compared 
with a numerical solution for a homogeneous viscous gas and an analytical solution known from the 
literature. The regularities of the effect of the parameters of the dispersed phase on the intensity of 
a courageous shock wave revealed.
Ключевые слова: математическое моделирование физических процессов, многофазные сре­
ды, уравнение Навье-Стокса, ударные волны.
566 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2019. Том 51, №4
Keywords: mathematical modeling of physical processes, multi-phase media, Navier-Stokes 
equation, shock waves.
1. Введение
Многие процессы, протекающие в естествеппой природе и технике, связаны с течениями 
неоднородных сред [Нигматулин 1988, Кутушев 2003, Федоров и др. 2003]. Экспериментальное 
исследование течений неоднородных сред во многих случаях затруднено, поэтому важной зада­
чей является создание математических моделей динамики таких сред [Губайдуллин, Тукмаков 
2014; Садии 2016; Федоров и др. 2016; Арсланова и др. 2016; Нигматулин и др 2016; Тукма­
ков,Тукмаков 2018; Кагпапов и др. 2018; Kashapov at all 2018, Нахомов, Терехов 2018; Azanov, 
Osiptsov 2017; Вараксин 2014]. Неоднородные среды могут быть как гомогенными смесями, 
компоненты которых имеют одинаковое агрегатное состояние, так и гетерогенными смесями, 
в которых присутствуют компоненты с различными агрегатными состояниями [Teklaya and all 
2015; Saikat, Meheboob 2017; Zhuoqing,Jesse 2019; Imran and all 2018; Mehrabadi and all 2015; 
Zhengbiao and all 2017; Garcia-Trinanes and all 2018; Lopez and all 2016]. Моделирование течений 
неоднородных сред может быть осугцествлено с номогцью «равновесного» подхода -  описание 
течения неоднородной среды как однородной жидкости или газа с введением коэффициен­
тов учитываюЕцих физическую неоднородность среды [Нигматулин 1987]. Или же с помощью 
«континуального» подхода, в котором для каждой из компонент смеси решается полная си­
стема уравнений динамики снлогппой среды [Нигматулин 1987; Кутушев 2003; Федоров и др. 
2015]. Также при исследовании динамики неоднородных сред основной задачей является наи­
более полное описание взаимодействия компонент смеси, которое может включать в себя как 
обмен импульсом между компонентами смеси, так и межкомпонентное тепловое взаимодей­
ствие [Нигматулин 1987; Кутушев 2003]. В данной работе динамика газовой взвеси твердых 
частиц запыленной среды описывается на основе двухскоростной, двухтемпературной модели, 
учитывающей межкомпонентный теплообмен, а также межкомпонентное силовое взаимодей­
ствие, включающее в себя силу Стокса, динамическую силу Архимеда и силу присоединенных 
масс [Нигматулин 1987; Кутушев 2003].
2. Методы исследования
Движение несущей среды описывается одномерной системой уравнений Навье-Стокса для 
сжимаемого теплопроводного газа с учетом межфазного силового взаимодействия и теплооб­
мена [Кутушев 2003, Нигматулин и др. 2016]:
ж + = +“ (^1^) ■
p =  (7 - l ) ( e i - p ( u ? ) / 2),
ei =  piil  +  (v,l)/2 ) , г =  ■
Динамика дисперсной фазы описывается уравнением сохранения «средней плотности» -  
произведения физической плотности материала частиц и объемного содержания дисперсной
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фазы, изменяющегося на различных участках физической области вместе с движением твер­
дых частиц; уравнениями сохранения импульса и уравнением сохранения энергии, занисанны- 
ми с учетом теплообмена, обмена импульсом с несугцей фазой:
d{p2 U2 ) , д  ^ 2 , dp
— + =  (10)
H  + | ; ( e „ , , )  =  i V „ . , ^ A ( T - T , ) .  (11)
р2 =  ар2 0 , ei =  р2 Ср2 Т2 .
Здесь р, pi, и1-давление, плотность, скорость несугцей среды; Ti,e\ — температура и пол­
ная энергия газа; р2 , ?2 , б2, 11,2 — средняя плотность, температура, внутренняя энергия, ско­
рость дисперсной фазы. Температура несугцей среды находится из уравнения (7  — 1)(е/р —
0.5u^)/R, где R -  газовая постоянная несугцей фазы. Силовое взаимодействие несугцей и дис­
персной фазы учитывает силу Стокса, динамическую силу Архимеда и силу присоединенных 
масс. Математическая модель предполагает монодисперсный состав твердой фазы газовзвеси 
— все частицы имеют одинаковый размер и одинаковые физические свойства- плотность и теп­
лоемкость материала. Внутренняя энергия взвешенной в газе дисперсной фазы определяется 
как ei =  piCpT2 , где — удельная теплоемкость единицы массы вещества из которого состоят 
частицы. В уравнение энергии для несущей фазы входит коэффициент тенлонроводности га­
за, коэффициент теплообмена а на поверхности частица- несущая среда и тепловой поток за 
счет теплообмена между газом и частицей Q =  а^4 ттг‘^ {Т1 — Т2 )п =  QaNu\2 \{Ti — Т2) / ( 2г)^. В 
данной работе при описании межфазного силового взаимодействия -F, учитывалась сила аэро­
динамического сонротивления, динамическая сила Архимеда, а также сила присоединенных 
масс [Нигматулин 1987; Кутугпев 2003]:
За ( ди\ ди\\
F  =  — Cd2pi\ui -  u2\{ui -  U2) + api ui-
+ 0 .Бар1
\dui dui du2 du2 
' U\—----------- U2 ....\ dt dx dt dx
Параметры межфазного взаимодействия описаны в работе [Кутугпев 2003]:
24 4
Cd2 =  Са2Ф0^12)<^{а) , С^ 2 =  -----Ь 05 +
К012 Kei2
ф{Ми) =  1 +  ехр (  -  =  (1 -
Re =  piUiD{ii)~^, Rei2 =  rp i\ u i-u 2 \iij)~ ,^ М 12  =  \ui -  U2 \{c)~ ,^ Pri =
Nui2 =  2 exp f  -  M12)  +  0 ,459Re?2®®Pr?•^  ^ 0 < M12 < 2, 0 < Re < 2 * 10®.
Здесь D — характерный размер системы.
Система уравнений математической модели решалась явным методом Мак-Кормака второ­
го порядка [Fletcher 1988] с последующим применением схемы нелинейной коррекции решения 
[Музафаров, Утюжников 1993].
Система уравнений (1)-(6) может быть занисана в матричном виде:
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Алгоритм явного конечно-разностного метода Мак-Кормака для нелинейной системы (7) 
может быть записан в виде:
4} = €  -  -  Е?) + А гя ”
5” + ‘ =  О Щ  + , ” ) -  0.5|^(Е* -  £•_,) +
Монотонность решения достигалась с номогцью ирименения схемы нелинейной коррекции 
вдоль пространственных направлений х и у по индексам j,k соответственно к компонентам 
вектора независимых неременных q, q =  {pi, р2 , piU\, p2 U2 ,e-\,e2 ) Пусть -  произвольная 
независимая функция на п-ом временном слое в узле j,k. Тогда алгоритм коррекции имел бы 
следуюЕций вид:
(13) щ  =  Z I ,  +  -  ^ z u / 2 ,k),
где -скорректированная функция. Данный алгоритм выполняется в случае когда
j-l/ 2 ,k'^ i^+M2-k) <  О ИЛИ (5Z"
^ z u / 2 ,k =  z 7 - z u , k . ^ z \
7 + l/2 ,fc ^ ^ i+ 3 /2 ,fc.) < 0. Здесь используются обозначения
га _ lyn гуп г rjn
i+ l /2 , f c  -  ^ j + l , k  -  ^ j , k ^ 0 ^ j + ? , / 2 , k
  гуП гуП
-  ^j+2 ,k -
где к-коэффициент коррекции.
На границах расчетной области задавались однородные граничные условия первого рода 
для скорости и однородные граничные условия второго рода для остальных динамических 
функций [Кутушев 2003]:
Ui{t,N) =  0, U2 {t ,N) =  0,
piit, N) =  piit, N - 1 ) ,  p2 (t, N) =  p2 (t, N - 1 ) ,
ei{t, N) =  ei{t, N - 1 ) ,  e2 {t, N) =  e2 {t, N - 1 ) ,
U i { t , l ) = 0 ,  U 2 { t , l ) = 0 ,
Pl(t, 1) =  Pi(t, 2), P2 (t, 1) =  P2 (t, 2) ,
ei(t, 1) =  ei(t, 2 ), 6 2 (t, 1) =  6 2 (t, 2 ) .
Использованная в работе математическая модель тестировалась сопоставлением результа­
тов моделирования с результатами известных из литературы численных расчетов [Губайдул­
лин, Тукмаков 2014], экснериментальными результатами [Нигматулин и др. 2016] и аналити­
ческими решениями [Губайдуллин, Тукмаков 2014].
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Рис. 1 : Схематичное изображение ударной трубы с запыленной камерой низкого дав­
ления. Fig. 1 Schematic illustration of a shock tube with a dusty low-pressure chamber.








Рис. 2 : Пространственное распределение давления в ударной трубе для различных мо­
ментов времени. Fig. 2 The spatial distribution of pressure in the shock tube for various 
points in time.
p  К П а
Рис. 3: Пространственное распределение давления в отраженной ударной волне кривая 
1-аналитическое решение, кривая 2 - численное решение для вязкого однородного газа, 
кривая 3 численное решение для газовзвеси с размером частиц d =  2 мкм. Fig. 3 The 
spatial distribution of pressure in the reflected shock wave curve 1 is an analytical solution, 
curve 2 is a numerical solution for a viscous homogeneous gas, curve 3 is a numerical solution 
for a gas suspension with a particle size of d= 2  /im.
3. Результаты расчетов
В статье моделировалось распространение прямого скачка уплотпения из чистого газа в 
газовзвесь, в ударной трубе. Рисунок 1 -  схематичное изображение ударной трубы, камера 
высокого давления, которая заполнена чистым газом, а камера низкого давления содержит за­
пыленную среду. Давление в левой и правой частях ударной трубы составляло соответственно 
Р2=588 КНа и р\ =98 КНа. После прохождения запыленной среды ударная волна взаимодей­
ствовала с жестокой поверхностью стенкп и отражалась. На рпс. 2 представлено распределение 
давления в начальный момент времени и в момент времени t=  0.9 мс, можно наблюдать, как
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Рис. 4: Пространственное распределение давления- в момент времени t=2.2 мс при 
отражении ударной волны для различных объемных содержаний дисперсной фазы. Fig. 
4 Spatial distribution of pressure - at time t =  2.2 ms with reflection of the shock wave for 
various volume contents of the dispersed phase
Рис. 5: Пространственное распределение давления- в отраженной ударной волне в мо­
мент времени t=2  мс для различных плотностей вещества дисперсной фазы. Fig. 5The 
spatial distribution of pressure is in the reflected shock wave at time t =  2 ms for various 
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Рис. 6 : Пространственное распределение температуры в отраженной ударной волне в 
момент времени t=2  мс для различных плотностей вещества дисперсной фазы. Fig. 6 
The spatial temperature distribution in the reflected shock wave at time t =  2 ms for various 
densities of the dispersed phase substance.
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Рис. 7: Пространственное распределение «средней плотности» дисперсной фазы состо­
ящей из кварца в различные моменты времени. Fig. 7 Spatial distribution of the "average 
density"of the dispersed phase consisting of quartz at various points in time.
3 , 1 ! [ '
Рис. 8 : Пространственное распределение объемного содержания дисперсной фазы мо- 
нодисперсной газовзвеси состоящей из различных веществ: кривая 1 -резина, кривая 2- 
кварц, кривая 3- железо. Fig. 8 Spatial distribution of the volume content of the dispersed 
phase of a mono-disperse gas suspension consisting of various substances: curve 1 is rubber, 
curve 2 is quartz, curve 3 is iron. .
в процессе продвижения ударной волны формируется волна сжатия, движущаяся в камеру 
низкого давления, и волна разряжения, распространяющаяся в камеру высокого давления. Из 
рисунка 3 следует, что в запыленной среде, давление в отраженной волне имеет большее значе­
ние, чем в численном решении для вязкого газа и в аналитическом решении для невязкого газа 
[Овсянников 2003]. Данная закономерность связана с тем, что в процессе движения ударной 
волны по запыленной среде за счет взаимодействия газа и дисперсной компоненты происходит 
замедление движения газа и переход кинетической энергии несущей среды в потенциальную, 
что приводит к росту давления газа [Кутушев 2003]. На рис.4 отображены результаты расчетов 
давления в отраженной ударной волне в вязком газе и в газовзвесях с различными объемными 
содержаниями дисперсной фазы:1 -  численное решение для однородного газа, 2 -  численное 
решение для газовзвеси с объемным содержанием дисперсной фазы а =  0.0001, 3 -  численное
решение для газовзвеси с объемным содержанием дисперсной фазы а =  0.0002, 4 -  численное
решение для газовзвеси с объемным содержанием дисперсной фазы а =  0.0004, 5 -  численное
решение для газовзвеси с объемным содержанием дисперсной фазы а =  0.001. Но мере умень­
шения начального объемного содержания твердой комноненты, отличия в давлении и скорости 
распространения между отраженными ударными волнами в чистом газе и запыленной среде.
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уменьшаются. Рассмотрим влияние плотности материала частиц на давление (см. рис. 5) и 
температуру газа (рис. 6) в отраженной ударной волне.
На рис. 5 и рис. 6 отображены результаты численных расчетов: кривая 1 -  численное 
решение для однородного газа, кривая 2 -  численное решение для газовзвеси с дисперсной 
фазой состояЕцей из берилия (р =  1850 кг/м^), кривая 3 -  численное решение для газовзвеси 
с дисперсной фазой состоягцей из кварца (р =  2500 кг/м^), кривая 4 -  численное решение для 
газовзвеси с дисперсной фазой состоягцей из железа(р =  7850 кг/м^) , кривая 5 -  численное 
решение для газовзвеси с дисперсной фазой состоягцей из вольфрама (р =  19250 кг/м^). В газо- 
взвесях, чья дисперсная фаза состоит из более плотных вегцеств, давление и температура газа 
в отраженной ударной волне выше, скорость движения отраженной ударной волны меньше. 
В процессе движения ударной волны из чистого газа в газовзвесь происходит формирование 
области, повышенной концентрации частиц дисперсной фазы [Кутушев 2003; Федоров и др. 
2015], при движении ударной волны к правой стенке канала, концентрация частиц достигает 
своего наибольшего значения непосредственно вблизи поверхности, от которой происходит от­
ражение волны. После отражения ударной волны от поверхности, дисперсная фаза движется 
сонаправлено потоку газа -  от стенки в направлении камеры низкого давления, вследствие че­
го по мере движения отраженной волны происходит уменьшение концентрации частиц вблизи 
поверхности, от которой происходит отражение ударной волны (рис. 7). Численные расчеты 
для одинакового объемного содержания дисперсной фазы, одинакового размера дисперсных 
частиц и различных физических плотностей материала показывают, что на момент формиро­
вания отраженной ударной волны, процесс массопереноса частиц дисперсной фазы в обратном 
направлении в меньшей степени влияет на область повышенной концентрации частиц для газо- 
взвесей с более плотными материалами дисперсной фазы -рис.8 . Таким образом, в газовзвесях 
с более плотным материалом дисперсных включений, наблюдается большее объемное содер­
жание твердой фазы вблизи поверхности, от которой отражается ударная волна. Наличие 
большей концентрации частиц твердой фазы, приводит к большей интенсивности межфазно- 
го взаимодействия, замедлению движения несугцей среды и переходу кинетической энергии 
газа в потенциальную энергию, то есть росту давления и температуры в отраженной ударной 
волне.
4. Заключение
Анализ результатов численных расчетов показал, что в запыленной среде отраженная от 
твердой поверхности ударная волна имеет большею интенсивность давления и меньшую ско­
рость распространения, одновременно с этим было выявлено, что увеличение илотности мате­
риала дисперсных включений приводит к увеличению давления и температуры в отраженной 
ударной волне. Использование математической модели гетерогенной смеси позволило опре­
делить, что закономерности, выявленные в динамике газовзвеси, зависят от концентрации 
дисперсной фазы и связаны с межкомпонентным взаимодействием.
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